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Paradacsai

GEAROID O CATHAIN

AcHOIMRE. Is féidir le paradacsai deacrachtai a léirid go gon-
ta nuair a chuirtear na mireanna d’argdint (tosach, réastn-
afocht, crioch) le chéile, go héirithe nuair a ritheann an chon-
cldid i gcoinne ar n-iomas. Ni bhionn réiteach éasca ann i
gcénai. Bhi it ldrnach ag paradacsai i stair na matamait-
ice nuair a tugadh aghaidh ar bhunchloch an abhair — go
héirithe tri réasinaiocht loighce. T4 roinnt de na paradacsai
tégtha isteach anois sa chéras matamaiticidil; uaireanta trid
an bparadacsa a réiteach agus uaireanta eile trid an bparad-
acsa a sheachaint. Bhi deacrachtai faoi leith leis an éigrioch
agus féintagairt. Pléifear réimse leathan de pharadacsai san

alt seo.

1. EAGSULACHTAI DE PHARADACSA{

75

Tagann an focal paradacsa 6n nGréigis le ciall ‘thar (para) chreid-
idint (doza)’. Is minic a usdidtear an téarma nuair a bhionn sért
ionaidh orainn faoin gconcliid i ndiaidh argdinte réasinta. Cloimid,
go gineardlta, le téarmaiocht W. V. Quine [I]. Dar leis, ta tri saghas:

e veridical
o falsidical
e antinomy

Veridical

Uaireanta, ni bhionn ach cuma pharadacsiil ann, mar nuair a mhin-
ftear diinn cad ata cearr, leanann réiteach iomlan ar an scéal. Mar
shampla, tosafonn Quine [I] a chuntas ar pharadacsai le tagairt don
cheoldrama ‘Pirates of Penzance’ ina ndeirtear ‘Is paradacsa é. Is
paradacsa é’. Tathar ag ra faoi Frederic, a bhfuil bliain is fiche
d’aois ach nach raibh ach cudig 14 breithe aige. Réititear an scéal
ina iomldine nuair a mhinitear diinn go bhfuil rud annamh ag tarli
anseo; rud nach dtarlaionn ach uair amhain i ngach 1,460 14 — rugadh



76 G. O CATHAIN

é ar an 29 Feabhra! Nil aon bhréagadoireacht ag baint le paradacsa
mar seo agus nuair a thuigimid an casadh sa scéal, imionn an t-iontas
a bhi ann go tapa.

Falsidical
Sa chés thuas, nil aon locht san argdint. San argdint seo, 6 Augustus
de Morgan (1806-1871) t& coimhlint ann.

=1
2 = x
2?—-1 = z-1
(z+D(xz-1) = z-1
rz+1 = 1
2 =1

Is 1éir nach bhfuil anseo ach briseadh rialach (roinnt faoi ndid) agus
is minic a dsdidtear an téarma ‘fallés’ ina leith siid. Usdideann
Quine ‘falsidical’ nuair a bhionn bréagaddireacht sa réasunaiocht
agus sa choncliid. Go ginearédlta t4 an céras matamaitice bunaithe
ar rialacha agus ni féidir glacadh le frithrd mar loiteann sé an coras
uile — féach Fior [I] le tdbla firinne Wittgenstein. T4 go leor falldis
mhatamaitice ann — beagnach ceann i leith gach riail. Is diseanna
foghlamtha iad chun a léirii chomh seaféideach is a bhionn cursai
nuair a bhristear na rialacha. Ach, ar an taobh eile de, 1éirionn siad
go bunusach an fath go bhfuil na rialacha ann. Is foinse dheas é
Northrop [2] d’fhallais.

Antinomy
An tria sért paradacsa a luaitear go minic nd ‘antinomy’ (anti—

, p a|-p p&q pVq
1. p&-p tugtha, an frithra 1 110 1 1
2. p 6 1. 1 0/ 0 0O 1
3. -p 6 1. 0 1|1 o0 1
4. pvVq 6 2. p fior, cuma faoi q 0 0] 1 0 0
5. q 6 3. p bréagach, caithfidh q fior

. T4 q fior, ach is raiteas ar bith é q.

Ffor 1. Leanann gach rud 6 Fhrithrd — Loighic Chlasaiceach
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geoinne an dli-nomy) — atd nios doimhne nd na cinn eile. Bionn
bunrudai i gceist agus is minic go n-athraimid ar meon faoi mhir éigin
san argdint (tosach, réastnajocht né crioch). Is léir 6 chérta gné an
mhatamaiticeora Shasanaigh P. E. B. Jourdain(1913) [3, Caibidil1]
cén sort deacracht atd againn (Fior [2). T4 an d4 thaobh in éadan a
chéile — mar mhadra sa téir ar a eireaball féin agus ni féidir leis an
d& raiteas bheith fior ag an am céanna.

T4 an abairt ar T4 an abairt ar
an taobh thall den an taobh thall den
chérta seo fior. chéarta seo bréagach.

Fior 2. Céarta gné Jourdain

2. STAITISTIC

Glactar go forleathan le haicsimi Kolmogorov mar bhunchloch na
matamaitice i leith dochilachta. Ach nil aontas i measc na staitis-
teoiri maidir leis an 1éirmhinit ar dhéchilacht. Dar le dream amhéin
is miniciocht choibhneasta fadtéarmach atd i gceist. Dar le dream
eile is tomhas suibiachtiiil atd ann a leasaitear tri Theoirim Bayes
nuair a thagann breis eolais chun solais.

Braitheann an sainmhiniu clasaiceach ar dhéchulacht,

— #torthai fabhracha __ 13
P = Z{orthal féideartha’ [m'Sh' Pri&] = 52}’

ar an seans céanna a bheith ag gach rogha. Ni sainmhinid i ndairire {
seo mar ta an coincheap céanna sa mhiniu is atd sa choincheap ata &
mhinit. Uséidtear Prionsabal Neafaise (Laplace) anseo. Sé sin, gan
eolas roimh ré, nil aon chiis go dtoghfal rogha &irithe thar cheann
eile.
Pléimis le tri mhir
e Paradacsa Bertrand, a chuir ionadh ar na staitisteoiri ag an
am,
e Prionsabal Neafaise a thugann casadh eile suimiuil ar an
bprionsabal seo, agus
e Paradacsa Simpson, a thugann tacaiocht d’thocail chailiila
‘Lies, damn lies and statistics’, a chuirtear i leith Benjamin
Disraeli (1804-1881) uaireanta.
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Iip:% II:p:% II:p:%

Tri mhodh chun corda le fad dirithe a phiocadh le déchulachtad
éagsula. Td na cordai a théann tri achar scdthaithe fabhrach agus
na cordai eile ro gairid.

Fior 3. Paradacsa Bertrand

Paradacsa Bertrand

Bhi an Francach Joseph Bertrand (1822-1900) ag plé, thart ar 1888,
leis an déchulacht go bhfuil fad chorda, a phioctar gan aird i gciorcal,
nios mé na fad slios an triantdain chomhshleasaigh inmheanaigh.

Ag tagairt d’Fhior

Fior B-I: Pioc pointe ar an imline gan aird. T4 fad gach corda 6n
bpointe go dti an stua tiubh nios faide na fad taobh an triantdin
inmheédnaigh. Is trian den imline é an stua tiubh: p = %

Fior[3- II: Pioc trastomhas gan aird agus uaidh sin corda dronuillinn-
each leis. T4 gach corda a thrasnaionn an trastomhas in ait tiubh

nios faide na fad taobh an triantdin. Leanann sé go bhfuil p = %

Fior [3- III: Pioc corda gan aird. M4 thiteann larphointe an chorda

sa chiorcal inmhednach, is corda fabhrach i. An coimheas idir lion

na bpointi sa chiorcal inmhednach (ga = leath ga an chiorcail mhéir)
wr? 1

agus an ciorcal mér na — G = 1

T4 tri fhreagra difridil ann, agus nil aon locht sa réasunaiocht. Braith-
eann an déchulacht ar an modh roghnaithe — ni raibh sé sin ar eolas
go dti gur léirigh Bertrand an paradacsa seo.

Prionsabal Neafaise
T4 meascan d’fhion agus uisce i ngloine. An t-aon réamheolas até
againn na go bhfuil ar a laghad an méid chéanna d’fthion agus d’uisce
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I - fion : uisce

réamheolas 1:1-1:2
luach airmhednach 1:1%

ITI - uisce: fion

réamheolas %:1 —1:1
luach airmhednach %:1
. ’ ’ . . . 4
inbhéarta go fion : uisce 1:3
11
* 115

Fior 4. Prionsabal Neafaise

ann agus an t-uasmhéid nd go bhfuil dhé oiread d’uisce ann. Féach
Fior [ De réir an Phrionsabail Neafaise, de dheasca aon eolais
bhreise, t4 an déchulacht chéanna ag gach meascan. I Modh I, ta
déchilacht 50% ag baint leis an meascan bheith idir 1:1 — 1:1% agus
sa raon 1:1% — 1:2. Sé sin, is é 1:1% an luach airmhedanach. Mar an
geéanna i Modh II(uisce:ffon) is ¢ 2:1 an luach airmhednach. Ach
nuair a aistritear go dti an céimheas fion:uisce is ionann an luach sin
agus 1:%.

Nil an Prionsabal Neafaise ag teacht sldn ar an d4 mhodh rogh-
naithe.

Paradacsa Simpson

I ngach scoil san ollscoil t4 rata pas nios fearr ag na cailini ach ar
an iomldn t4 rata pas nios fearr ag na buachailli. Cinnte t4 cuma
pharadacsuil ar an rditeas sin. Féach Fior

Rinne 600 buachaill an scriudi sa Stair ach theip ar 480 diobh ag
tabhairt rata pas de 80%. Ach d’éirigh le 90% de na cailin{ sa scridu
céanna. Arfs, té na cailini (33%) nfos fearr san Fhisic. Ar an iomldn
afach is a mhalairt atd fior — t4 na buachailli nios fearr (70% v 56%).
T4 an uimhriocht i gceart ach fés t4 cuma pharadacsiil ag baint leis.

An fhadhb anseo né, i gcompardid leis na buachailli, d’éirigh go
maith le lion beag de chailini i scridu éasca agus sa scridd deacair
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Pas Teip Iomlin  Rdta Pas

Stair

Buachailll 480 120 600 80%
Cailin{ 180 20 200 90%
Fisic

Buachailli 10 90 100 10%
Cailini 100 200 300 33%
Stair + Fisic

Buachailli 490 210 700 70%
Cailini 280 220 500 56%

Fior 5. Paradacsa Simpson

bh{ lion na gcailini i bhfad nfos mé. T4 céimheas de 3:1 (600:200)
i bhfabhar na mbuachailli sa scridu éasca agus an céimheas de 3:1
(300:100) i bhfabhar na gcailini sa scridd deacair.

Costiil leis an bparadacsa i leith an Pirates of Penzance, ta rudai
neamhghndcha ag tarlu.

3. AN EicriocH

Ta &it faoi leith ag an éigrioch sa mhatamaitic. Pléimis le tri
pharadacsa:

e Zeno ascriobh faoi chainniochtai deimhneacha bideacha beaga
— an éigrioch ag dul i laghad, né go neamhfhoirmiil é

e Cantor a thaispedin go bhfuil nios mé nad saghas amhdin
d’éigrioch ann agus nach bhfuil aon éigrioch is mé ann.

e Burali-Forti a phléigh an abhar céanna a bhi ag Cantor tr{
mhodh difriuil.

Paradacsa Zeno
T4 an-chéil ar Zeno (timpeall 300 RC) a bhi ag plé le rudai gan
teorainn. Bhi argdint bhuntsach aige agus an chrioch air na narbh
fhéidir aon sli a thaisteal. Seo a leanas mar a léirigh sé.

M3 theastaionn uait an seomra a fhagail caithfidh ti leath an tsli
a shiul i dtosach. Ansin caithfidh tu leath an tsli ata fagtha a shidl,
agus aris leath an tsli atd fés fagtha a shiil. Agus mar sin de. Ar



PARADOCSATL 81

Céim Fad Céime Fad Siulta
1 1
1 5 5= 0.5
1 1 1
2 i s ti3= 0.75
1 1,1, 1_
3 5 sti1t+sz= 0.875

2 ommw L.t gk = 09999999046

Fior 6. Paradacsa Zeno i nodaireacht an lae inniu

deireadh bionn ort suim na bhfad uile sin a thaisteal. Dar le Zeno,
ba chéir go mbeadh an suim sin d’fhaid gan teorainn — go hairithe
mar nach bhfuil teorainn leis an méid faid ata le suimid. I bhfocail
eile, bheadh ort fad gan teorainn a thaisteal agus ni bheithfed in ann
an seomra a fhagdil.

Ba pharadacsa buntisach é seo ag an am. Niorbh fhéidir glacadh
leis an gconcliid agus ni raibh sé soiléir ¢4 raibh an locht sa réasin-
afocht. Nior chuir sé isteach rémhdr ar Aristotle [4], 1tch 28] mar dar
leis, bhi difear idir éigrioch tri shuimid (sé sin mé thégtar fad dirithe
agus é a shuimia leis féin go héigrioch — cinnte ni féidir an fad nua
sin a shiul) agus éigrioch tri dhéroinnt mar a dhein Zeno (mar go
bhfuil an fad cuimsithe i dtosach).

Feictear ddinn i bhFior [6] cad atd ag tarld Is 1éir go bhfuil lion
na gcéimeanna, n, ag dul i méid agus go bhfuil fad gach céime, (%)"7
ag dul i laghad — nil ach an millitnt chuid san fhichii chéim. Is
léir freisin go bhfuil an fad iomlan sidlta ag druidim céngarach do a
haon. Faraor, ni raibh an mhatamaitic seo ag na Gréagaigh.

Ba é Karl Weierstrass (1815-1897) a rinne an dul chun cinn maidir
le luach feidhme, mar (%)”, nuair a ligtear n le héigrioch. Thug
Weierstrass [0l 1tch 161] sainmhinid beacht ar an mbri le luach f(z)

agus = ag druidim chun a; sé sin tr f(x) =L (L € R).
Tr—a
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Dar leis, is cuma cé chomh céngarach (abair £¢ > 0) go L a
bhfuiltear, is féidir luach x atd céngarach do a (abair £6 > 0) a
aimsid sa chaoi is, go bhfuil |f(z) — L| < e. An cleas a bhi aige nd
gan tagairt d’aon chainniocht nach réaduimhir é né don éigrioch.

Sa chés seo t& tr n = oo agus tr (3)" = 0, ach t4 (3)" ag

n—oo n—oo
laghdt nios tapila nd mar atd n ag dul i méid. Agus an teorainn le
n

S, = Z (%)Z né 1.

=1
Bhi fadhb, costiil ar shli, ag Grandi [6], 1tch 118] i 1703. Bh{ seisean
ag plé leis an sraith

1-14+1-1+1-1...

Ag brath ar conas a chuirimid na baill le chéile, faighimid freagraf
difridla, m.sh.

1+(-1+D)+(-14+D)+(-1+1)+...=1

1-1)+(0-D+(1-1)+...=0

Cé go bhfuil cuma pharadacsuil anseo, d’aontédh matamaiticeoiri
na linne seo le Grandi. Is sraith dibhéirseach { agus nil aon suim
aige.

I dtéarmai Quine [I] is paradacsa falsidical é paradacsa Zeno,
mar (sa 14 inniu) nil ann ach briseadh rialach faoi shraith atd
coinbhéirseach, agus ni gd duinn ar dtuiscint i leith na héigriche
a leasi. Is ddcha gur pharadacsa antinomy a bhi ann ag an am
agus gur thdg sé breis is 2,000 bliain chun teacht ar réiteach sasuil.
B’fhéidir go mbeidh réiteach sa todhchai ar pharadacsai na linne seo!

Paradacsa Cantor

De ghnath bheithfed ag siil go bhfuil an t-iomlan nios mé né cuid.
T4 sé sin fior maidir le rudai criochta. Ach bhi fios le fada nach mar
sin a tharla maidir leis an éigrioch. Mar shampla, t4 an lion céanna
d’uimhreacha cearnacha (1,4,9,16,...) agus uimhreacha aiceanta —
ar a dtugtal Paradacsa Galileo (1564-1642) uaireanta [6l ltch 5] — mar
is féidir iad a chur le chéile aon-le-haon mar seo,

1 2 3 4 5 6
! ! 7 ! ! !

12 22 32 42 52 62
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Fior 7. T4 an méid céanna de phointi i mirlinte éagstila

Is soiléir leis, go bhfuil lion na bpointi i mirline amhdain ar aon
mhéid le lion na bpointi i mirline eile, mar is féidir ceangal aon-le-
haon a dhéanamh eatarthu (Fior (7).

Bé Georg Cantor (1845-1918) a rinne an dul chun cinn san dbhar
seo. Thaispedin sé go raibh éagsulachtai d’éigrioch ann; mar sham-
pla go raibh an éigrioch de réaduimhreacha nios mé né an éigrioch
d’uimhreacha aiceanta.

An paradacsa na nach bhfuil aon uilethacar ann! Thaispedin sé
go bhfuil bunuimhir an tacair chumhachtaigh (sé sin an tacair de na
bhfo-thacar) nfos mé i gednai nd bunuimhir an tacair féin. An chiall
le ‘nios mé’ sa chomhthéacs seo na nach féidir mapail aon-le-haon a
dhéanamh eatarthu. T4 sé seo soiléir i leith tacair criochta:

X ={1,2,3}, le bunuimhir |X| = 3, agus an tacar cumhachtach
2% :{ { }, {1}7 {2}7 {3}, {1, 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {17 2, 3} } le |2X| =23

Bhain Cantor usaid as argéint trasnanach chun a thaispedint go
raibh tacar cumhtachtach de na réaduimhreacha nios mé na lion
na huimhreacha aiceanta, ar ar thug sé Ng. Rinne sé iarracht an da
thacar a mhapail le chéile agus bhi breis baill sa tacar camhtachtach.

Ag féachaint ar na huimhreacha aiceanta 1,2,3,... rinne sé iarr-
acht na fo-thacair go 1éir a liostéil — féach Fior[8| Theip ar an iarracht
sin.

Paradacsa Burali-Forti

Chonaiceamar thuas gur léirigh Cantor na bunuimhreacha i dtéarmai
aicmi coibhéiseacha faoi mhapadil dhétheilgeach. Mar an gcéanna, is
féidir orduimhreacha a shainmhiniii mar aicmi coibhéiseacha de tac-
air dhea-ordaithe faoi mhapadil dhétheilgeach a choiméadann coibhéis
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Na huimhreacha aiceanta

Liosta fo-thacar 12 &8 4 5
gach uimbhir Vv v v Vv Vv
uimhir a tri X X vV X X
corr uimhreacha v X v X Vv
cearnaithe vV X X v X
ré-uimhreacha X v X v X
fo-thacar trasndnach v X v Vv X
fo-thacar sa bhreis X v X X Vv

Ta liosta de na fo-thacair ar chlé agus iad innéacsaithe leis na
huimhreacha aiceanta mar atd ar dheis. Nuair atd an liosta ldn
tég an fo-thacar trasndnach agus biodh fo-thacar nua againn tri
athri gach innéacs san fho-thacar trasndnach. Nil an fo-thacar
nua ar an liosta mar td éagsilacht idir é agus an n® fo-thacar ar
an liosta san n® innéacs. Leanann nach bhfuil an lLiosta de na
fo-thacair uileghabhdlach agus go bhfuil nios mé fo-thacair ann nd
mar atd d’uvimhreacha aiceanta

Ffor 8. Argéint Thrasndnach Cantor

san ord — is tacar dea-ordaithe (A, <) més i leith gach fo-thacar de
A, nach bhfuil folamh, go bhfuil iosbhall ann faoin ord sin.

Mar shampla, t4 A = {1,2,3,4} faoi ord ‘<’ agus B = {1,4, 2,3}
faoi ord na haibitre (aon, ceathair, dé, tri) coibhéiseach, san mhinii
seo, mar choiméadann an mhapdil seo an ord:

1 2 3 4
1 %
1 472 3
Is é an t-orduimhir w den gnath-ord ata ag dul leis na huimhreacha
aiceanta, an t-orduimhir éigriche is 1.
M4s orduimhir «, ata léirithe ag tacar dea-ordaithe (A4, <), agus
m4 roghnaitear rud ¢ ¢ A, is féidir (de réir dealraimh) dea-ord a

chur ar AU {t} tri ¢ a chur sa sufomh deiridh i ndiaidh le baill go
léir de A; agus cuirtear an t-orduimhir comhfhreagrach, ar a dtugtai
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an comharba, in idl mar a + 1. Ni comharba é gach orduimhir ach
td comharba ag gach orduimhir. Mar sin nil aon orduimhir is mé.

Ar an ldmh eile, m4 thégaimid an bailiichdn de na tacair dhea-
ordaithe go léir, t4 ord pairteach so-theicithe ag dul leis agus is
soiléir go bhfuil uasluach ag gach fo-bhailiichan dea-ordaithe. De
réir Leama Zorn [7, Caibidil 7], t4 uas-tacar dea-ordaithe ann arbh
é a aicme () an t-orduimhir is mé.

Seo é an fhrithrd, ar ldmh amhdin t4 2 < Q4+ 1 agus ar an lamh
eile ta uasluach ann, .i.

Q<Q+1<.

De réir costlachta thuig Cantor é seo i 1895 ach d’fhoilsigh Burali-
Forti é i 1897. Ba iad paradacsai Cantor, Burali-Forti agus Russell
(thios) a chuir srian ar an gcoinceap saonta faoi thacair thart ar
chasadh an chéid 1800 go 1900.

4. TONDUCHTU

Is minic a dhéantar idirdhealtd idir réastnaiocht déaduchtacht agus
réasunaiocht ionduchtach san eolaiocht. Nil méran deacrachta le
réasunaiocht déaduchtach — sé sin an rud ata fior i ngach uile chas,
ta sé fior i gecas faoi leith. I ndairire, t4 an t-eolas ann cheana féin,
agus nilimid ach & luaigh i gcéds faoi leith, m.sh.

Neach basmhar is ea gach duine.
Duine is ea Sécraitéas.
Neach basmhar is ea Sécraitéas.

Ar shli is disciplin déaduchtach i matamaitic mar, i ndiaidh roinnt
bunphrionsabail a leagadh sios, leanann gach rud eile — cé gur 1éirigh
Kurt Gédel nach féidir gach raiteas sa mhatamaitic a aimsii 6 chéras
aicsimiteach.

Ach ta an réasunaiocht ionduchtach conspéideach 6 am David
Hume (1711-1776) i leith. Seo{ an tsli ina bhfaightear breis eolais sna
disciplini fisiceacha — mar shampla, sa staitistic, nuair a leathnaiomar
torthai tri shuirbhé shamplach go pobal nios mé.

Usdidtear ionduchtt matamaiticitil mar mhodh cruthunais, ach i
ndairire is réasinaiocht déaduchtach atd ann mar ta an t-eolas ann
cheana féin.

Bhi scéal ag Bertrand Russell faoin turcai a chreid sa mhodh ion-
duchtach. Bhi sé ag féil béile 6n bhfeirmeoir 14 i ndiaidh lae agus ag
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tnith le amédrach go dti am roimh Nollaig nuair a chas an feirmeoir
muinedl an turcail [8] ltch 164]

Chas Karl Popper (1902-1994) [9] an fhadhb bunoscionn. Dar leis,
ni ga an bhéim a chur ar theoiric a dheimhnii. Déantar
tuairimiocht agus sé an aidhm né é a bhréagni (Falsfication).

Pléimis le dhé pharadacsa chéilitila maidir le hionduchti

e Grue — Goodman, agus
e Fiach Dubh — Hempel.

Grue Goodman

M4 initichaimid a ldn smaragaidi{ (emeralds) agus ma bhionn dath
glas ag baint leo go léir, leanann sé de réir réastinaiochta (ionducht-
aithe) go bhfuil gach smaragaid, fid na cinn nar initichadh, glas.
Shamhlaigh Nelson Goodman (1906-1998) dh4 thréith i leith smar-
agaide — glas agus grue, seo a leanas

glas: an gnath dath glas.

grue: dath glas 1éi mé dhéantar initichadh ar smaragaid roimh
am t (sa todhchai) agus dath gorm ma dhéantar initichadh
uirthi i ndiaidh ama t.

Fuair sé an focal ‘grue’ 6 gruebleen a chum James Joyce i Finne-
gan’s Wake [8, 1tch68]. De réir mar a ritheann an réastnafocht
ionduchtach, ma bhionn tréith airithe ann i leith gach smaragaide
ar a ndearnadh inidchadh go dti seo, ta4 an tréith ann i leith gach
smaragaide — fii na cinn nar scrudaiodh.

Cinnte t4 dath glas ag baint le gach smaragaid go dti seo agus
de réir na réasuinaiochta beidh an dath sin ar gach ceann sa todh-
chai. Ach, t4 sé fior freisin go bhfuil an tréith grue ag baint le gach
smaragaid go dti seo agus de réir na hargdinte céanna, beidh gach
smaragaid sa todhchai grue.

Ach, ta fadhb anseo. Roimh am ¢, t4 glas agus grue mar an
gcéanna, ach i ndiaidh ama ¢ ta difriocht ann — ciallaifonn grue go
bhfuil dath gorm ag baint 1éi. Mar sin, i ndiaidh ama ¢t mé thogaimid
smaragaid ur én talamh, agus ma bhionn sé glas, ni féidir 1éi bheith
grue agus vice versa, ma bhionn si gorm (.i. grue) nil si glas.

Seo léirit go bhfuil deacrachtai le hionduchtid. T& ionduchtd
rithabhachtach mar is de bharr réastinaiochta ionduchtaithe a fhaigh-
imid breis eolais.
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Réiteach amhdin nd béim nios mé a chur ar an tréith ‘glas’ a
bheith ag smaragaid mar t4 sé nios nadurtha agus ag teacht nios
fearr faoi mar a bhfuil cursai sa dhomhan nadurtha.

Fiach Dubh Hempel

Phléigh Karl Hempel (1905-1997) [10, Caibidil4] leis an modh ion-
duchtach chomh maith. Chun a pharadacsa a chur in itl rinne
sé tagairt d’éan — an fiach dubh (raven). Chun bheith dilis don
téarmaiocht, isdidfimid an focal ‘fiach’ don éan ud agus usaidfimid
an focal ‘dubh’ le feidhm aidiachta. T4 sé seo ag teacht le focloir
an tSeabhaic (Irish-English Pronouncing Dictionary, An Seabhac,
Talbot Press, 1959), 4it ar thug seisean fiach ar ‘raven’.

I ndiaidh breathni ar a lan fiaigh tugtar faoi deara go bhfuil siad
go 1éir dubh, agus de réir réasinaiochta ionduchtaithe leanann an
hipitéis

H: T leith gach fiach, ta sé dubh.
(z)(Fx — Dzx)

Ma4 fhéachaimid ar fhiach agus ma thugaimid faoi deara go bhfuil
sé dubh, sin tacaiocht don hipitéis. Ach ma bhionn dath eile aige,
ditltaitear an hipitéis. Nil aon fhadhb le sin.

Ach is féidir leagan eile den hipitéis a scriobh atd, de réir rialacha
loighce, direach mar an gcéanna

H*: T leith gach rud nach bhfuil dubh, nf fiach é.
(z)(=Dz — —Fux).

Ma initdchaimid rud mar pheann gorm, is 1éir nach bhfuil sé dubh
agus nach fiach é agus tugann sin tacafocht do H*. Ach t4 H* coth-
rom le H. An paradacsa nd go bhfuil sé ait go dtugann peann gorm
fianaise duinn go bhfuil dath dubh ar gach fiach.

Nil méran deacrachta anseo don mhatamaiticeoir ma bhionn cainn-
focht i geeist. Abair go bhfuil 100 fiach ann agus 100 milliin rudai
eile ann nach bhfuil dubh. T4 dha shli ann chun an hipitéis a scrudu.
An tsli is éasca nd an 100 fiach a initchadh agus glacadh leis an
hipitéis méd bhionn siad go léir dubh. An tsli eile nd an 100 millitiin
rudai eile nach bhfuil dubh a iniichadh agus glacadh leis an hipitéis
da mba nach fiach iad go 1éir.

Cinnte nil an dara mhodh éifeachtach ach réitionn sé an paradacsa
(maidir le cainniocht).

Ach dar le Quine nil aon bhri bheith ag plé le rudai ‘neamh-dubh’
mar seo mar nil aon naduir ag baint leo.
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5. FEINTAGAIRT

T4 tri pharadacsa sa roinn seo ag plé leis an gcoincheap de fhéintagairt:
e Paradacsa an Bhréagadora,
e Paradacsa Russell, agus
e Paradacsa an Bhearbéra.

Paradacsa an Bhréagadéra
Bhi Naomh P4l dian ar aitreabhaigh oiledin Créit nuair a chuir sé
ina leith (sa Bhiobla Naofa, Titeas 1:12-13) gur daoine mistuama iad. I
ngan fhios d6 féin is décha, bhi Naomh P4l ag tagairt do pharadacsa
a bhi ag an nGréagach Epimenides timpeall 600 bliain roimhe sin:
e Is bréagadéiri iad go léir na Créitigh.
e Is Créiteach a duirt é.
Is féidir leagan gearr den pharadacsa seo a chur amach mar

@: ‘T4 an abairt seo bréagach.’

Mas fior 1 leanann sé go bhfuil si bréagach, agus més bréagach an
abairt leanann sé go bhfuil si fior. Sé sin, bionn @) fior nuair nach
bhfuil si agus vice versa.

Paradacsa den scoth é seo. Nil an réiteach simpli. Tuigimid go
bhfuil dhé ni ag teacht le chéile

e firinne, agus
o féintagairt.

Phléigh Alfred Tarski (1901-1983) [11], ltch 109-123] le br{ an thirinne
agus na bréagaddireachta (sé¢imeantaic). Cé gur phléigh Tarski le
teangacha foirmiula, dar leis baineann firinne leis an gcoincheap de
mheta-teanga:

Thit sé. — raiteas sa bhunteanga L.
Td 6 litir ¢ ‘Thit sé’ — sa mheta-teanga L'

Is fior é “Td 6 litir i ‘Thit sé’” — sa mheta-mheta-teanga L".

Nil aon fhadhb le firinne né féintagairt leo féin:
‘Ta sé fliuch’ — até flor né bréagach;

‘“Td an abairt seo as Gaeilge’ — féintagairt.
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Ach nuair a chuirtear le chéile iad, mar a rinneadh in (@) thuas
taimid i bponc. Dar le Tarski, sainmhinitear firinne sa mheta-
theanga — oibritear ar chéim nios airde. Ni féidir firinne a réiteach
ina hiomlaine sa bhunteanga. Bhi sé dioméach an raibh aon réiteach
ar fhirinne i dteanga naduartha.

Bhi tuairim eile ag Kripke [12] ltch 145-148]. Dar leis t4 raitis
ann agus ni féidir a ra an bhfuil siad fior né nach bhfuil.

Is é seo an paradacsa ar Gsdid Kurt Godel ina phéipéar cluiteach
nuair a chruthaigh sé go bhfuil raitis sa mhatamaitic agus ni féidir
a chruthd an bhfuil siad fior né nach bhfuil [nuair a chuirtear mata-
maitic ar bhunchloch aicsimiteach ar chomhchéim le huimhriocht].

Paradacsa Russell

Phléigh Tarski le paradacsa an bhréagaddéra maidir le séimeantaic.
Maidir le firinne sa mhatamaitic, de ghnath, is comhsheasmhacht
le bunphrionsabail a bhionn i gceist. Mar aon le paradacsa an
bhréagaddra, is féintagairt i bhfoirm féinbhallraiocht an coincheap
laidir i bparadacsa Bertrand Russell (1872-1970). Measadh, ag an
am, go bhféadfai tacar a shainmhiniu i dtéarma preideacdideacha,
cosil le

X = {: leanann z coinnioll ar bith},

agus uaidh sin bhi Gottlob Frege (1848-1925) ag iarraidh teacht ar
na huimhreacha aiceanta tri rialacha loighce. Cheap sé go bhféadfai
bunchloch na matamaitice a leagadh ar loighic.
Ag baint Usiaid as an miniu sin is féidir tacair a roinnt i ndhéa
grupa:
e tacair gan féinbhallraiocht, agus
e tacair le féinbhallraiocht.

Mar shampla, t4 an tacar seo gan féinbhallraiocht:
Xeiige = {21 is Cige z}
= {Laighin, Mumbha, Connachta, Ulaidh},

Is léir nach bhfuil an tacar Xcgige ina bhall d4 féin, mar ni ctige
¢ Xcgige, ach tacar.

Ar an taobh eile t4 an tacar seo ina bhall d4 féin:
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X>3 = {x: is tacar z le nfos mé n4 3 bhall }

— 4 52 ? 32

- {Xiﬁige’ Xcartal" X((l)aoine’ Xcontae’ e ?}

— 52 7 32 ?

- {Xcﬁige’ Xcartal" Xdaoine’ Xcontae? X>3 . }

Chuir Russell an cheist faoi
X = {z: is tacar x agus ¢ ¢ x }.
Ta X ina bhall de X nuair nach bhfuil sé ina bhall agus vice versa
— paradacsa buntsach.

I dtéarmai Quine, is antinomy an paradacsa seo mar bhi ar na
saineolaithe ag an am a dtuairimi a leasd. An réiteach ata i bhfeidhm
na cosc a chur ar fhéinbhallrajfocht — costil leis an gcosc ar roinnt
faoi naid.

Ba bhuile thubaisteach é an paradacsa sin do Gottlob Frege. Bhi
sé ar ti a obair mhor a fhoilsit nuair a fuair sé scéal 6 Russell. Thuig
sé laithreach go raibh fadhb dhoréitithe aige.

Paradacsa an Bhearbéra

Dar le Bertrand Russell, ta sraidbhaile sa Ruis inar féidir na fir fasta
a roinnt i ndhé gripa — daoine féinbhearrtha a bhearrann a bhféaséga
féin agus daoine nach mbearrann a bhféaséga féin. An tasc atd ag an
mbearbéir né féaséga na bhfear nach mbearrann iad féin a bhearradh
agus gan bacaint leis na daoine a bhearrann iad féin.

Ach t4 fadhb ann. Is fear fasta an bearbdir é féin agus ‘Cé a
bhearrann an bearbéir?’. M& bhearrann an bearbéir a fhéaség féin,
is duine féinbhearrtha é agus ni céir don bhearbdir é a bhearradh.
Ar an lamh eile, mura mbearrann an bearbéir é féin, caithfidh an
bearbéir é do bhearradh. Taimid i bponc.

Ach t4 réiteach simpli ar an gcruachés seo. Ni fhéadfadh srdid-
bhaile mar sin bheith ann. Ni féidir coinniollacha an tsainmhinid a
tugadh faoin sraidbhaile a chomhlionadh.

An ceacht sa mhatamaitic atd anseo na nach leor rud éigin a
shainmhiniu, caithfear eiseadh a chruthd chomh maith.

6. MIOSUR

De réir teoiric miostiir m4 scoiltear corp A (cuimsithe i ™) i mireanna
scartha, agus iad a chur ar ais le chéile i gcorp eile B, beidh siad ar
chomhmbhiosir, pu(A) = p(B). Pléimis le dhé pharadacsa faoin dbhar
seo

e Curry, agus
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e Banach-Tarski.

Paradacsa Curry

Scoiltear an triantan (ar barr) i bhFfor [9]i gceithre chuid agus cuir-
tear ar ais iad sa triantdn (ar bun), ach t4 cillin sa bhreis againn! Is
paradacsa na sul an ceann seo mar ni triantdin iad ar chor ar bith
ach ceathairshleasdin. Ag dsdid na gcomhordanaidi sa chilra, is léir
nach dtéann an line (0,0)—(13,5) trid an bpointe (8,3) nuair nach
bhfuil na géaruillinneacha is 11 sna triantain cothrom

‘ tan~! 3 = 20.556°, 7 tan—1 2 =21.801°.

Fior 9. Paradacsa Curry — cillin sa bhreis

Ta sé cliste sa chaoi is go mbailitear an difriocht atd idir achair
an d4 cheathairshleasan i gcillin amhéin. Tabhair faoi deara gur
uimhreacha leantacha iad na huimhreacha tabhachtacha (5,8,13) sa
sraith Fibonacci.

Paradacsa Banach-Tarski
De réir leagan amhdin de Banach-Tarski (1924) [13] ltch 366-367], is
féidir an sféar aonad a scoilt i gciig phiosa scartha agus iad a chur ar
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"9

Fior 10. Paradacsa Banach-Tarski

ais le chéile sa chaoi is go bhfuil dha sféar direach mar an gcéanna
leis an gcéad sféar — féach Fior Gan dabht t& deacracht anseo.
Ach ni paradacsa atd ann — is teoirim é!

Ta a fhios againn cheana go dtarlaionn rudai gan coinne nuair
a bhimid ag plé leis an éigrioch, m.sh Ry = Ng 4+ Ny. Is mar seo
atd anseo leis. Ni dlathchoirp iad na piosai seo — nil iontu ach
cur le chéile casta de phointi a roghnaitear leis an Aicsim Rogha
(Axiom of Choice). Nior thug Banach-Tarski aon sli chun an scoilt a
dhéanamh. Thaispedin siad gur féidir é a dhéanamh ma roghnaitear
ball amhdin as gach ceann de (méid éigriche) na fo-thacair.

Is cdineadh an toradh seo ar an Aicsim Rogha, ach tsdidtear an
aicsim seo chomh minic san go bhfuil leisce ar na matamaiticeoiri é
a chur ar leataobh.

Colafan

D’isdideadh an riomhchlar cléchuradédireachta IMTEX chun an paipéar
seo a chur amach. Mar chuid de sin, disdideadh TikZ chun na
léardidi a tharraingt agus cooltips chun an t-aistriichan go Béarla
i leith na bhfocal sa Ghluais a nochtadh sa leagan leictreonach, nuair
a théann an pointeoir luiche tharstu. (Oibrionn sé seo le AdobeR-
eader — agus bhféidir le léitheoiri PDF eile). T4 an Ghluais bun-
aithe ar http://www.focal.ie|. D’usdideadh An Gramadoéir ag
http://borel.slu.edu/gramadoir|chun feabhas a chur ar chruinn-
eas na Gaeilge. T4 na tdirgi seo go léir saor ar an idirlion.

Gluais
aicme choibhéiseach equivalence class - airmheanach median -
aon le haon one to one- bréagadéireacht falsehood - bunuimhir
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cardinal number - cainniocht quantity - ceathairshleasan quadril-
ateral - céimheas ratio - coinbhéirseach convergent - comharba
successor - comhsheasmhacht consistency - comhshleasach equil-
ateral - corda chord - criochta finite - cuimsithe bounded - cur le
chéile assemblage - dea-ordaithe well-ordered - déaduchtu
deduction - détheilgean bijection - dibhéirseach divergent -
déchiilacht probability - éigrioch infinity - eiseadh existence - feidhm
function - féinbhallraiocht self-membership - féintagairt self-reference -
firinne truth - fo-thacar subset - frithra contradiction - gan aird ran-
dom - hipitéis hypothesis - iomas intuition - ionducht induction -
iosbhall least element - miniciocht choibhneasta relative frequency -
miosur measure - neamhnitheach null (set)- orduimhir ordinal -
preideacaid predicate - Prionsabal Neafaise Principle of Indiffer-
ence - réaduimbhir real number- saonta naive - scartha disjoint -
séimeantaic semantic - sraith series - stua arc - suibiachtil subjec-
tive - tacar cumhachtach power set - tacar set - teorainn limit -
trasnan diagonal - tuairimiocht conjecture - uileghabhalach
ezhaustive - uilethacar universal set- uimhir aiceanta natural num-
ber
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